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0.1 Para reflexao
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o\ Al and human labor are complements and substitutes

The real question is where exactly the line between complementarity
and substitution will land, i.e., under which conditions they are
complements and under which conditions they are substitutes

£ Jake Gold @jacob.gold - 18h
Now that we have LLM coding agents:

* The value of simple code is ~$0.

* The value of high quality and necessarily-complex code is higher
than ever.
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1 Revisao de Probabilidade

1.1 Variaveis Aleatorias e Distribuicoes de Probabilidade

« Uma variavel aleat6ria (VA) é uma quantificacio numérica de um resultado de um experimento
aleatorio.

« Existem dois tipos principais de variaveis aleatdrias:
» Variavel Aleatoria Discreta: Pode assumir um niimero finito ou contavel de valores.
» Variavel Aleatéria Continua: Pode assumir qualquer valor em um intervalo especifico.

1.2 Distribuicao de Probabilidade de uma VA Discreta

A distribuicdo de probabilidade de uma VA discreta é uma lista de todos os valores possiveis da
VA e as probabilidades associadas a cada valor.

« Funcéo de Probabilidade:



» P(Y = y,) para cada valor y,.
» A soma de todas as probabilidades deve ser igual a 1.

1.3 Distribuicao Acumulada
A Funcéo de Distribui¢io Acumulada (FDA) para qualquer VA é a probabilidade de que a VA seja
menor ou igual a um determinado valor:

« F(y) = P(Y <y).
« Para VA discreta: F'(y) = >  P(Y = y,) paray, <.
« Para VA continua: F(y) = f_yoo f(t)dt.

1.4 Distribuicdes Conjuntas
Distribuicao de Probabilidade Conjunta: Descreve a probabilidade de duas ou mais VAs ocorrerem
simultaneamente.

« P(X =z,Y = y) para discretas.
+ f(z,y) para continuas.
1.5 Distribuicdes Marginais

Distribuicéo de Probabilidade Marginal: A distribuicéo de probabilidade de uma tnica VA, obtida
a partir da distribuicdo conjunta.

« Para discretas: P(Y = y) = P(X ==z,Y = y) para todos os z.
« Para continuas: f(y) = ff; flz,y)dz.
1.6 Distribuicoes Condicionais

A distribui¢io de probabilidade condicional de Y dado X = z é a distribui¢do de Y para uma
dada observacédo de X:

« PY=y|X=2)=PX=2,Y=y)/P(X =2x).
c flyl =)= f(z,y)/f(2).
1.7 Independéncia Estatistica

X eY sidoindependentes se a distribuicdo condicional de Y dado X é igual a distribuicdo marginal
deY:P(Y=y| X=2)=PY =y).

Uma condi¢éo equivalente é que a distribuicdo conjunta seja o produto das distribuicdes margi-
nais.

« PX=2z2,Y=y)=PX=z)PY =y).

| Importante

Se X e Y sdo independentes, saber o valor de X néo fornece informacéo sobre Y'!




1.8 Esperanca Matematica (Média)

A esperanca matematica ou valor esperado de uma VA ¢ sua média ou valor central.
« Para VA discreta: E(Y) =Yy, P(Y = y,).
« Para VA continua: E(Y) = [yf(y)dy.

» Representa o valor médio de ¥ em um grande nimero de experimentos ou ocorréncias repe-
tidas.

1.9 Variancia e Desvio Padrao
A variancia mede a dispersdo ou o espalhamento da distribuicido de Y em torno de sua média.

« Var(Y)=E[Y — E(Y))?].
. Var(Y) = E(Y?) — [B(Y))2.

O desvio padrio oy é a raiz quadrada da variancia.

| Importante

O desvio padrédo tem a mesma unidade de medida da VA original!

1.10 Covariancia
A covariancia mede o grau de associagio linear entre duas VAs.

. Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].
. Cou(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Qual a interpretacdo se Cov(X,Y) > 0?
E se Cov(X,Y) < 0?
Ese Cov(X,Y) =07

| Importante

Se X e Y sdo independentes, Cov(X,Y) = 0!

1.11 Correlacao

+ O coeficiente de correlacdo p yy normaliza a covaridncia, tornando-a uma medida sem unidade.



. _ Cov(X,Y)
pXY - OxOy °

+ Os valores variam de -1 a +1.
» +1 indica uma relacéo linear positiva perfeita.
» -1 indica uma relacéo linear negativa perfeita.
» 0 indica auséncia de relacéo linear.

1.12 Esperanca Condicional
A esperanca condicional é a média de Y quando X assume um valor especifico z.

« Paradiscretas: E(Y | X =2) =) yP(Y =y | X =x).
« Para continuas: E(Y | X = z) = [yf(y | z)dy.

+ A esperanca condicional é uma funcao de X.

| Importante

A experanca condicional é um conceito chave para a analise de regressio.

1.13 Lei das Expectativas Iteradas
A Lei das Expectativas Iteradas afirma que a esperanca incondicional de Y é a esperanca da
esperanca condicional de Y dado X.

. E(Y) = EIE(Y | X)].

('_7 Dica

Isso significa que a média geral de Y pode ser calculada como uma média ponderada das
médias condicionais de Y para cada valor de X.

1.14 Variancia Condicional

A variancia condicional é a variancia de Y quando X assume um valor especifico z.
« Var(Y | X =2) =E[(Y — E(Y|X =2))?|X = z|.

» E uma medida da dispersdo de Y em torno de sua média condicional.

Relembrando: Qual a relagdo deste conceito com o termo homocedasticidade?

1.15 A Distribuicio Normal

« A distribuicdo normal é caracterizada por dois parametros:



» 4 (média)
» o2 (variancia)

« Representada como N (p, 0%).

« A distribuicio normal padrio é um caso especial da distribui¢io normal com p = 0 e 02 = 1.

Y—p

+ Qualquer VA normal Y pode ser padronizada para Z usando a transformacéo: Z = —

1.16 A Distribuicao Normal

-
@ELETLIFXD Calculating the Probability That Y < 2 When Y Is Distributed N(1, 4)

To calculate Pr(Y = 2), standardize Y,

then use the standard normal distribution

table. Y is standardized by subtracting its

mean (p = 1) and dividing by its stan-

dard deviation (o = 2). The probability

that Y = 2 is shown in Figure 2.6a, and the

corresponding probability after standard- Pr(y = 2)
izing Y is shown in Figure 2.6b. Because the

standardized random variable, (Y — 1) /2, N(1, 4) distribution
is a standard normal (Z) random variable,

Pr(y =2) = Pr(*51 = 251) = :
Pr(Z = 0.5). From Appendix Table 1, 1.0°2.0 Y
Pr(Z = 05) = ®(05) = 0.691. (a) N1, 4)

Pr(Z = 0.5) Loze ]

N(0, 1) distribution

I
0.0 0.5 z
(b) N(O, 1)

1.17 Lei dos Grandes Numeros

« A Lei dos Grandes Ntimeros (LLN) estabelece que a média amostral (Y) de uma sequéncia de
VAs independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) converge em probabilidade para a média
populacional (uy-) a medida que o tamanho da amostra (n) aumenta.

« Formalmente: Y — py.

+ A LLN garante que a média amostral é um estimador consistente da média populacional.



1.18 Simulacao da LLN

# Utilizar conjunto de pacotes tidyverse

library(tidyverse)

— Attaching core tidyverse packages tidyverse 2.0.0
v dplyr 1.2.1 v readr 2.1.5

v forcats 1.0.0 v stringr 1.6.0

v ggplot2 4.0.3 v tibble 3.3.1

v lubridate 1.9.5 v tidyr 1.3.2

v purrr 1.2.2

— Conflicts tidyverse conflicts()

x dplyr::filter() masks stats::filter()

x dplyr::lag() masks stats::lag()

i Use the conflicted package (<http://conflicted.r-1lib.org/>) to force all
conflicts to become errors

# Parametros para Simulacdo

set.seed(123) # Para reprodutibilidade dos resultados

prob_sucesso <- 0.7 # A "verdadeira" média populacional (p) para uma
distribuicao Bernoulli

max_amostra <- 5000 # Tamanho méaximo da amostra para simular

# Criar uma base de dados para receber os dados simulados
# Usar funcao 'map' (do pacote purrr) para aplicar funcdes a cada linha
sim data <- tibble(n = 1l:max_amostra) %>%
mutate(
# Gerar 'n' observacdoes de uma Bernoulli para cada 'n'
amostras = map(n, ~rbinom(.x, size = 1, prob = prob sucesso)),
# Calcular a média de cada amostra gerada
mean sample = map dbl(amostras, mean)

# --- Visualizacao dos Resultados com 'ggplot2' ---
ggplot(sim data, aes(x = n, y = mean sample)) +
# Linha que representa a evolugdo da média amostral

geom line(aes(color = "Média Amostral"), linewidth = 0.8) +
# Linha horizontal para a verdadeira média populacional
geom hline(aes(yintercept = prob sucesso, color = "Média Populacional"),

linetype = "dashed", linewidth = 1) +
# Configuracodes de cores e legendas para as linhas
scale _color _manual(
name = NULL, # Remove o titulo da legenda
values = c("Média Amostral" = "darkblue", "Média Populacional" = "red"),



labels = c(

"Média Amostral" = "Média Amostral",
"Média Populacional" = paste("Média Populacional (p =", prob sucesso,
"))
)
) +
# Titulos e rdétulos dos eixos
labs (
title = "Demonstracdo da Lei dos Grandes Numeros",
x = "Tamanho da Amostra (n)",
y = "Média Amostral"
) +

# Limita o eixo Y para a escala de 0 a 1 (adequado para Bernoulli)
ylim(0, 1) +
# Tema visual minimalista para o grafico
theme minimal() +
# Ajustes finos no tema (titulo centralizado, posicdo da legenda)
theme (
plot.title = element text(hjust = 0.5, face = "bold"),
legend.position = "topright"
)
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1.19 Teorema do Central do Limite

O Teorema Central do Limite (CLT) afirma que, sob certas condi¢des (principalmente variancia

finita), a distribui¢do da média amostral (Y) se aproxima de uma distribuicdo normal a medida
que o tamanho da amostra (n) se torna grande.



d
+ Formalmente: Z — N(0,1).

| Importante

« O TLC é crucial porque permite a inferéncia estatistica para grandes amostras mesmo que
a populacdo original ndo seja normalmente distribuida.

1.20 Simulacao do CLT
library(tidyverse)

# Parametros para Simulacdo

reps <- 10000

sample sizes <- c(2, 5, 25, 100)
set.seed(123)

# 1. Criar a estrutura de dados simulados
df sim <- crossing(
rep = l:reps,
n = sample sizes
%>%
# Para cada combinacao, geramos a média de n sorteios de Bernoulli(0.5)
# Usamos rowwise() ou agrupamos por rep e n
group _by(rep, n) %>%
mutate(
sample mean = mean(rbinom(n, 1, 0.5))
%6>%
ungroup() %>%
# Calculamos a estatistica padronizada
mutate(
std sample mean = sqrt(n) * (sample mean - 0.5) / 0.5,
n_label = str glue("n = {n}") # Cria labels melhores para o grafico
%6>%
# Garantir que a ordem dos painéis siga a ordem numérica de n
mutate(n_label = fct reorder(n_label, n))

# 2. Criar o grafico
ggplot(df sim, aes(x = std sample mean)) +
geom _histogram(aes(y = after stat(density)),

bins = 40,
fill = "steelblue",
color = "white") +
stat function(fun = dnorm,
color = "darkred",
linewidth = 1) +
facet wrap(~ n_label, scales = "fixed") +

coord cartesian(xlim = c(-3, 3), ylim = c(0, 0.8)) +



labs (
title = "Teorema Central do Limite",
subtitle = "Aproximacao da Bernoulli(0.5) para a Normal Padrao",
x = "Estatistica de Teste Padronizada",
y "Densidade"
) +
theme minimal()
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2 Revisao de Estatistica

2.1 Amostragem e a Média Amostral
+ Uma amostra aleatoria simples consiste em n observacdes Y, Y,, ..., Y, independentes e identi-
camente distribuidas (i.i.d.) da populagéo.

« A média amostral é um estimador da média populacional yy: Y = % Z:l: Y

| Importante

Um estimador é uma fun¢io de uma amostra de dados selecionados aleatoriamente. Uma
estimativa é o valor nimero do estimador para uma amostra especifica.




| Importante

Um estimador é uma variavel aleatoria! Uma estimativa é um ntmero nio aleatoério!

A média amostral é o Unico estimador possivel da média populacional?
Quais outros estimadores para média populacional vocés conseguem pensar?

Se existem varios estimadores para o mesmo parametro, como escolher entre eles?

2.2 Propriedades do Estimador de Média
+ Nao-viesado (Unbiased): E()_/') = Uy
» Em média, o estimador acertapo verdadeiro valor do pardmetro populacional.
« Consistente (Consistent): Y — p5-.
» A medida que o tamanho da amostra aumenta, o estimador converge para o verdadeiro valor
do pardmetro.

Qual dos conceitos vistos anteriormente garante que o estimador da média é consistente?

R: Lei dos Grandes Numeros!

« Variancia: Var(Y) = o} /n.
» A variancia da média amostral diminui com o aumento do tamanho da amostra.

2.3 Estimador da Variancia
« A variancia amostral (s2) é um estimador da variancia populacional (c2).
v =LY (G -Y)
« O denominador (n — 1) é usado para garantir que s2- seja um estimador nio-viesado de o%..
« O desvio padrio amostral (sy) é a raiz quadrada de s2-.

2.4 Erro Padrao do Estimador

« O erro padrio de um estimador é o desvio padrio de sua distribuicio amostral.

« Para a média amostral: SE(Y) = oy /\/n.

+ Na pratica, oy é desconhecido e é substituido pelo desvio padrdo amostral sy: SE (}7) =
sy/vn.

« O erro padrdo mede a precisio com que o estimador é capaz de estimar o parametro popula-
cional.

2.5 Testes de Hipoteses

- Um teste de hipodteses é um procedimento para tomar uma deciséo sobre uma afirmacéo (hipétese) referente a um
parametro populacional.

+ Hipétese Nula (H,): A afirmacéo a ser testada (e.g., iy = iy g)-

- Hipotese Alternativa (H,): A afirmagio que se aceita se Hy, for rejeitada (e.g., pty # by o by > fy 05 By < My o)-
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i Nota

A inferéncia estatistica é o processo de tirar conclusdes sobre uma populacao a partir da analise de uma amostra
aleatoria.

@ Dica

Nzo confundir com inferéncia causal quando o objetivo é tirar conclusdes de causa e efeito.

2.6 Estatistica de Teste t

+ Para testar hipoteses sobre a média populacional -, usamos a estatistica de teste ¢.
Y—py o

SE(Y) "

« Em grandes amostras, ¢t ~ N (0, 1) sob a hipétese nula.

 Estatisticat =

Qual dos conceitos vistos anteriormente garante que a estatista ¢t converge para normal padrio?

R: Teorema Central do Limite!

2.7 Valor-p (p-value)
« O valor-p é a probabilidade de observar um valor da estatistica de teste tdo extremo ou mais
extremo do que o valor realmente observado na amostra, sob a hipotese nula.

« Um valor-p pequeno sugere que a evidéncia da amostra é inconsistente com a hipétese nula.

2.8 Nivel de Significancia e Decisao

- Nivel de Significancia (a): Um limite pré-determinado (e.g., 0,10, 0,05, 0,01) para o valor-p. Representa a probabilidade
de rejeitar H;, quando ela é verdadeira (Erro Tipo I).

« Regra de Decisio:

» Se valor-p < a: Rejeite H. Ha evidéncia estatistica contra a hipotese nula.
» Se valor-p > a: Nio rejeite Hy,. Ndo ha evidéncia estatistica suficiente para rejeitar a hipétese nula.

| Importante

Nao rejeitar H, ndo significa que H,, é verdadeira, apenas que os dados ndo fornecem
evidéncia para rejeita-la.
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2.9 Visualizacao valor-p/significancia

m Calculating a p-value

The p-value is the
probability of drawing a
value of Y that differs from
iy o by at least as much

as Y In large samples,

Y is distributed N (uyq, o%)
under the null hypothesis,
so (Y — uyo) /oy

is distributed N (0,1).
Thus the p-value is the

The p-value is the shaded
area in the graph

shaded standard normal

I
0

tail probability outside
(Y = o) /oy, —’

2.10 Intervalos de Confianca (IC)

Um intervalo de confianca para a média populacional py- é um intervalo de valores plausiveis para py-, construido a partir
dos dados amostrais.

« UmIC de 95% para iy é:
» Y +£1.96 x SE(Y) (para grandes amostras).
» 1.96 é o valor critico da distribui¢do normal padrdo para um nivel de confianca de 95%.

| Importante

Um IC de X% significa que, se repetirmos o processo de amostragem e construciao do
IC um grande nimero de vezes, X% desses intervalos conteriam o verdadeiro valor do
pardametro populacional.

| Importante

Nao significa que ha X% de probabilidade de que o intervalo especifico contenha o verda-
deiro valor!

| Importante

Ha uma relacéo direta entre testes de hipdteses e intervalos de confiancga: se um valor estiver
fora do IC, entéo a hipdtese nula seria rejeitada ao nivel de significaAncia definido.
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“Professor, na prova vamos ter que consultar as tabelas para fazer os testes e interpretar os
resultados?”

@ Dica

Nao! Vamos usar uma regra de bolso: se o valor absoluto da estimativa for maior que o dobro
do erro-padrdo, o valor esta fora do IC e rejeita-se H,,.

2.11 Outras distribuicoes
- Distribuicio Qui-quadrado (x2):

+ Uso: utilizada em testes de hipoteses de restricdes multiplas (e.g., Teste de Wald) e para a distribui¢do amostral de
variancias.

« Distribuicio F

» Uso: utilizada para testar hipoteses conjuntas sobre coeficientes de regressio (e.g., Teste F) e para comparar variancias
de populacdes.

« Distribui¢cdo Uniforme

» Uso: probabilidade constante sobre um determinado intervalo. Base para amostragem aleatéria e para modelagem de
incerteza em alguns contextos.

2.12 Outras distribuicoes (cont.)

« Distribuicio Bernoulli / Binomial

» Uso: Para eventos binarios ) ou para a contagem de sucessos em um numero fixo de tentativas.
Base para modelos de escolha discreta (e.g., Probit, Logit).

« Distribuicio de Poisson

» Uso: Para a contagem de eventos que ocorrem em um intervalo fixo de tempo ou espago (e.g.,
numero de acidentes, de patentes, de visitas a um site).
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